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本博士論文では coarse Ricci 曲率の幾何と解析について研究を行っている. Coarse Ricci
曲率とは, 距離空間とその上の random walkの組に対して最適輸送問題を通して定義され
るものである. これは多様体上の Ricci 曲率の一般化であり, Ollivier [8] によって定義さ
れた. 多様体上の Ricci 曲率においては下限が幾何学的に重要であったが, coarse Ricci 曲
率に関しても下限条件のもと様々な幾何学的, 及び解析的な結果が得られている. しかし
ながらこれらの結果は非常に性質の良い random walk を用い, 正曲率の下限を仮定した上
での結果が大半を占め, ただ下限があるというときに意味のある結果は知られていなかっ
た. そこで本博士論文では距離空間とその上の random walkの組に対して coarse Ricci曲
率の下限が存在する十分条件をまず求め, 自然に定義される Laplacian の固有値に関する
結果を述べる. また Riemann 多様体上で成り立つ Gromov-Hausdorff 収束に関するRicci










この工学的な問題を数学的に書き直すことで確率測度の間の距離 Wp, 1 ≤ p < ∞, が総コ
ストを用いて定義される. 距離空間 (X, d) 上の確率測度全体の集合 P(X) のある適切な
部分集合 Pp(X) とその上の距離関数 Wp の組 (Pp(X),Wp) を Lp-Wasserstein 空間とい
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い, 元の距離空間 X の様々な性質を反映することが知られている.
第 3章はまず断面曲率, Ricci 曲率の Riemann 幾何学における結果を述べ, その後断
面曲率の距離空間への一般化である Alexandrov 空間についていくつかの事実を述べた.
Alexandrov 空間は Riemann 幾何学における比較定理を元にして定義されたもので距離
空間上の三角形が対象の空間よりも “太っている”ことで定義される.
Alexandrov 空間は断面曲率の一般化であったが, 測度距離空間に対して coarse Ricci
曲率とは異なる Ricci 曲率の下限条件の一般化である曲率次元条件というものが知られて
いる [5, 12, 13]. ここで測度距離空間とは完備可分距離空間 (X, d) とその上の局所有限な
Borel 測度 ν の三つ組みのことを指すことにする. この曲率次元条件の定義と諸性質もこ
の章で与えられているが, 重要なことは Bonnet-Myers 型定理及び, Bishop-Gromov 不等
式, Gromov-Hausdorff 収束に関する安定性が Riemann 多様体の場合と同様に成り立つと
いうことである. 正確な言い方ではないが, 曲率次元条件というものは非常に精密な定義
であるということが, この事実からも分かる.
それに対して coarse Ricci 曲率はその名の通り “粗い”定義である. 距離空間 (X, d) 上
の点で添字付けられた確率測度の族 {mx}x∈XP(X) を random walk と呼ぶ. 距離空間と
その上の random walk の組 (X, d, {mx}x∈X) に対して, coarse Ricci 曲率を次のように定
義する.
Definition 0.0.1 ([8]). 異なる二点 x, y ∈ X に対して, xy に沿った p-coarse Ricci 曲率
κp(x, y), 1 ≤ p < ∞, を




Ollivier の論文では p = 1 のときのみ考察している. この定義だけを見ても Ricci 曲
率と呼ばれる理由は見えて来ないが, 次の結果が知られている.
Theorem 0.0.2 ([8, 10]). M を n 次元完備 Riemann 多様体とし, volM を M 上の体積
測度とする. 点 x ∈ M 及びその上の単位接ベクトル v ∈ TxM をとり, 固定する. x から
出る v 方向の測地線上に点 y をとる. Random walk mx を x 中心の半径 r の開距離球上





+ O(r3 + r2d(x, y)) as r → 0, y → x (0.0.1)
が成り立つ.
この定理により coarse Ricci曲率が通常の Ricci曲率と関係していることが分かる. し
かしながらいくつか問題点も残っている. ひとつには (0.0.1) の誤差項には Ricci 曲率の
微分の項が含まれている. したがって非コンパクトな多様体上で Ricci 曲率が下に有界で
あっても, r-step random walk に関する coarse Ricci 曲率が下に有界であるとは限らない.
もう一つの問題点は, 式 (0.0.1) は第二変分公式を用いて証明されているので一般の測度
距離空間では同様の証明は出来ない. 従って曲率次元条件を満たすような測度距離空間上
の r-step random walk に関する coarse Ricci 曲率が下に有界とは限らない. これらに答
えるために先に述べた Bishop-Gromov 不等式について精確に述べる.
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(N − 1)/K sin(t
√
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√
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で定める. 測度距離空間 (X, d, ν) が Bishop-Gromov 不等式 [BGK,N ] を満たすとは, 任意
の x ∈ X と任意の 0 < r ≤ R ≤ π
√












Theorem 0.0.4 (Theorem 1.0.5, §.4.1). (X, d, ν)を測地的測度距離空間で,ある K, N ∈ R
に対して [BGK,N ] を満たすとする. 正の実数 0 < r <
√
(N − 1)/ max{K, 0} を固定す
る. すると X 上の r-step random walk に関する coarse Ricci 曲率は
inf
x,y∈X, x 6=y







証明は transportation を具体的に上から評価することによって W1 の評価を行う. そ
の際 Bishop-Gromov 不等式により隣り合う ball の測度のずれをうまく具体的に評価する
ことがポイントである.
この定理は二つの疑問に同時に答えることが出来る. 曲率次元条件の意味でも通常の
の意味でも Ricci 曲率が下に有界ならば, Bishop-Gromov 不等式を満たすことが知られ
ている. 従って最適な下限とは限らないが, 上記の意味で Ricci 曲率が下に有界ならば,
coarse Ricci 曲率も下に有界であることがわかる. さらに Heisenberg 群と呼ばれる距離
空間は曲率次元条件を満たさないが Bishop-Gromov 不等式は満たすことが知られている.
よってこの事実と定理より Heisenberg 群は曲率次元条件の意味では Ricci 曲率が下に有
界ではないが, r-step random walk に関する coarse Ricci 曲率は下に有界であることが分
かり, 曲率次元条件と coarse Ricci 曲率が同値ではないことが明らかになった.
Coarse Ricci 曲率の正の下限条件から Bonnet-Myers 型定理が得られることが知ら
れている [8]. その結果は Jump と呼ばれる量が一様に有界であるという条件を仮定し
た上で証明されており, この仮定なしには直径の有限性は保証されない (実際反例が [8]
で与えられている). Wasserstein 距離は有限の p に対してのみ論じてきたが, 形式的に
L∞-Wasserstein 距離を考えることが出来る. Hölder の不等式よりWp ≤ W∞ が任意の
1 ≤ p < ∞ で成り立つので, ∞-coarse Ricci 曲率を考えると条件が厳しくなり, 結果と
して強い幾何学的な制限を与えることが期待される. 特に Bonnet-Myers 型定理の成立が
p = 1 の時よりも弱い仮定のもと成り立つのではないかという期待があった. 本論文では
jump の有限性は仮定せず, Bonnet-Myers 型定理を証明した.
Theorem 0.0.5 (Theorem 4.2.8, §.4.2). (X, d, {mx}x∈X) を random walk 付き距離空間




を満たすとする. するとこのとき X の直径は有限である.
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この定理では jump の有限性の代わりに, ball の体積の下限条件が仮定されている.
Jump の有限性との関連は明らかになっていないので, それは今後の課題といえる.
以上では曲率の下限条件の導出及び幾何学への影響を調べた. 次に random walk を距
離空間からその上の Wasserstein 空間への写像とみなすことによって, 様々な結果が得ら
れることを述べる. まず次のことが知られている.
Theorem 0.0.6 ([12]). 距離空間 (X, d) に対して次は同値である.
(1) (X, d) は曲率 0 以上の Alexandrov 空間,




じる. それは Wasserstein 空間上の適切な測度とは何か? ということである. Wasserstein
空間は基本的には無限次元であるので意味のある測度を構成することは非常に難しい. そ
こで von Renesse-Sturm によって単位区間上に entropic measure {Pβ}β>0 と呼ばれる確
率測度の族が定義された [11]. この測度は確率論的に非常に自然であると考えられており,
当然幾何学的にも自然な振る舞いをすると期待されていた. しかしながら Chodosh [3] は
単位区間上のL2-Wasserstein 空間とその上の entropic measure の組に対しては曲率次元
条件が決して成り立たないことを示した.
そこで coarse Ricci 曲率が下に有界な距離空間上の Wasserstein 空間に適切な ran-
dom walk を構成し, coarse Ricci 曲率の下限を計算し, 元の下限と比較することを行っ
た. (Pp(X), Wp) 上の random walk として次のものを考える. µ ∈ Pp(X) に対して






で定める. ただし f は Pp(X) 上の有界連続関数である. この random walk に対して次が
成り立つ.
Theorem 0.0.7 (Theorem 1.0.10, §.5.1.1). Random walk {mx}x∈X に関する p-coarse
Ricci 曲率を κmp で表すことにする.
inf
x,y∈X
κmp (x, y) = inf
µ,ν∈Pp(X)
κm̃p (µ, ν)
が成り立つ. ただし m̃ は (0.0.2) で構成した Pp(X) 上の random walk とする.
定理により, coarse Ricci 曲率と曲率次元条件の違いがここでも明らかになった. 証明
は Kantorovich duality ([14, Theorem 5.1])を使い, Wasserstein 距離を上から評価するだ
けである.
ここでのポイントは random walk を距離空間からその上のWasserstein 空間への写像
と捉えることによって random walk を定義しているところにある. 写像としてみること
で, 距離空間の収束理論との関連がさらに見やすくなる. Random walk 付きの距離空間列
の収束というものを Ollivier は定義し, coarse Ricci 曲率の安定性を証明した [8]. しかし
この定義はコンパクトな距離空間列に対してのみ有効な定義であって非コンパクトな場合
には良くわかっていなかった. そこで距離空間とその上の写像の列の収束理論 ([9]) を用
いて coarse Ricci 曲率の安定性を証明した.
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Theorem 0.0.8 (Theorem 1.0.11, §.5.2.2). {Xn, ∗n, dn, {mnx}x∈Xn}n∈N を局所コンパク
ト, 測地的点付き完備可分距離空間とその上の random walk の列とする. (Xn, ∗n, dn) →
(X, ∗, d) と Gromov-Hausdorff 収束しているとする. 次の条件 (1), (2) が成り立っている
と仮定する.
(1) ある定数 κ0 ∈ R が存在し, infn infx,y∈Xn κm
n
p (x, y) ≥ κ0 が成り立つ.





d(∗n, y)p mnxn(dy) < ∞
が成り立つ.
このとき部分列 {Xnk , dnk , {mnkx }x∈Xnk}k と X 上の random walk {mx}x∈X が存在して,
mnk は写像として m に収束し,
inf
x,y∈X
κmp (x, y) ≥ κ0
が成り立つ.
Remark 0.0.9. 点列 {xn ∈ Xn} が x ∈ X に収束することの定義及び, 写像としての収束
は本文 (Definition 3.1.7) 参照のこと.
この定理の証明には一つ困難なことがあった. それは距離空間がコンパクトでないと,
その上のWasserstein 空間は局所コンパクトにすらならないことである [1]. したがって通
常の収束理論は使えないが, Villani [14] の定義した局所 Gromov-Hausdorff 収束と呼ばれ
る概念を用いて, 証明をすることに成功した.
さて Ricci 曲率の下限条件と関係が深いものとして, Laplacian の第１固有値があげら
れる. Random walk に付随した Laplacian と呼ばれる作用素を定義する.
Definition 0.0.10 ([8]). (X, d, {mx}x∈X)を random walk付きの距離空間とし, f : X →
R をX 上の関数とする. 次の式の右辺が定義されているときに Laplacian と呼び, ∆f で
表す.




次の定理はグラフの場合や, 曲率の bound が正の場合は既に証明されていた ([2,4,6]).
本論文ではより一般的な状況で証明してある.
Theorem 0.0.11 (Theorem 1.0.15, §.5.3). (X, d, {mx}x∈X) を random walk 付きの距離
空間とする. Coarse Ricci 曲率が infx,y∈X κ1(x, y) ≥ κ0 を満たすと仮定する. 次が成り
立つ.
(1) ある定数でない Lipschitz 関数 f 及びある定数 λ ∈ R が存在して∆f = λf を満た
すならば, κ0 ≤ λ ≤ 2 − κ0 を満たす.
(2) κ0 > 0 とし, ある Lipschitz 関数 f が ∆f = 0 を満たすと仮定する. このとき f は
定数関数である.
この定理は coarse Ricci 曲率と Laplacian の固有値の関係を表している. 特に定理の
(2) はいわゆる Liouville 型定理である.
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